Abstract. We show that in the neighborhood of each "finite type" singular orbit of a real analytic integrable dynamical system (hamiltonian or not) there is a real analytic torus action which preserves the system and which is transitive on this orbit. We also show that the local automorphism group of the system near such an orbit is essentially Abelian. 
Abridged English version
Let X = (X 1 , ..., X p ) be a p-tuple of commuting analytic vector fields on a real analytic manifold M m of dimension m = p + q, p ≥ 1, q ≥ 0, and let F = (F 1 , ..., F q ) be a q-tuple of analytic common first integrals for the vector fields of X: X i (F j ) = 0 ∀i, j. We suppose that X 1 ∧ ... ∧ X p = 0 et dF 1 ∧ ... ∧ dF q = 0 almost everywhere. Then S = (X, F) is called an analytic integrable dynamical system of bi-degree (p, q) of freedom, see e.g. [2, 3, 7, 12, 13] . In the Hamiltonian case, when there is an analytic Poisson structure (maybe degenerate) on M m , we suppose that the vector fields X 1 , ..., X p are also Hamiltonian.
The classical Mineur-Liouville theorem [6] (often called Arnold-Liouville theorem [1] ) and their more or less straightforward generalizations describe the local behavior of an integrable system in the regular region, under some reasonable hypothese. Here we study singular points, i.e. points x ∈ M m such that X 1 ∧ ... ∧ X p (x) = 0 or dF 1 ∧ ... ∧ dF q (x) = 0. The vector fields X 1 , ..., X p generate an infinitesimal action of R n on M m . Let O ⊂ M m be a singular orbit of dimension r of this action, 0 ≤ r < p. We suppose that O is a compact submanifold of M m . Then O is a torus of dimension r. We view F as a map from M m to R q . It is constant on the orbits of the infinitesimal action of R p . Denote by c ∈ R q the value of F on O, and N the connected component of F −1 (c) which contains O. We are interested in the behavior of the system S = (X, F) in a neighborhood of O or N . In particular, we want to find a normal formà la Birkhoff-Poincaré, and a torus action of T r which preserves the system and which is transitive on O. In the regular Hamiltonian case, the existence of such a Hamiltonian torus action is the essential point in the classical Liouville-Mineur theorem on the existence of action-angle variables. In the singular case, this action would allow us to do reduction, and to find partial action-angle variables. This torus action is very important for the singular Bohr-Sommerfeld rule in the quantization of integrable systems, see e.g. [4] . It is also indispensable for the study of global aspects of integrable systems, see e.g. [10] .
In this Note, we show the existence of this torus action under a weak condition, called the finite type condition. To formulate this condition, denote by M C a small open complexification of M m on which the complexification X C , F C of X and F exists. Denote by N C a connected component of F The above two theorems are very closely related. In fact, if we have an automorphism of an integrable system of bi-degree (p, q), then by suspension we can create an integrable system of bi-degree (p + 1, q), or of bi-degree (p + 1, q + 1) in the Hamiltonian case. The existence of the torus action for the later system is then directly related to the nature of the automorphism of the former system. Partial cases of Theorem 2 (namely, the case of degenerate singularities of corang 1 and the case of nondegenerate singularities of integrable Hamiltonian systems on symplectic manifolds), have been obtained earlier in [9, 8] . Theorem 2, together with our earlier results [11, 12] on Poincaré-Birkhoff normalization for singular points of integrable systems, imply the existence of a local analytic Poincaré-Birkhoff normalization for any singular orbit of finite type of an analytic integrable dynamical system.
Introduction
Soit X = (X 1 , ..., X p ) un p-tuple de champs de vecteurs analytiques deux-à-deux commutants sur une variété réelle analytique régulière
.., F q ) un q-tuple d'intégrales premières analytiques communes pour les champs de X :
m . Alors S = (X, F) est appelé un système dynamique analytique intégrable de bi-degré (p, q) de liberté, voir e.g. [2, 3, 7, 12, 13] . Dans le cas hamiltonien, quand il y a une structure de Poisson analytique (peut-être dégénérée) sur M m , on demande que les champs X 1 , ..., X p soient aussi hamiltoniens.
Le théorème classique de Mineur-Liouville [6] (appelé souvent le théorème d'Arnold-Liouville [1] ) et leurs généralisations plus ou moinsévidentes décrivent le comportement local d'un système intégrable dans la région régulière sous quelques hypothèses raisonnables. Ici, nousétudions points singuliers, c'està dire les points x ∈ M m tels que
Alors O est un quotient compact de R n , c'està dire un tore de dimension r. On regarde F comme une application de M m dans R q . Elle est constante sur les orbites de l'action infinitésimale de R p . Notons c ∈ R q la valeur de F sur O, et N la composante connexe de F −1 (c) qui contient O. Nous nous intéressons au comportement du système S = (X, F) au voisinage de O ou de N . En particulier, nous cherchons une forme normaleà la Birkhoff-Poincaré, et une action torique de T r qui préserve le système et qui est transitive sur O. Dans le cas régulier hamiltonien, l'existence d'une telle action torique hamiltonienne est le point essentiel du théorème classique de Liouville-Mineur sur l'existence de variables action-angle. Dans le cas singulier, cette action nous permet de faire de la réduction, et de trouver des variables action-angle partielles (le cas hamiltonien). Elle est très importante pour la règle de Bohr-Sommerfeld singulière dans la quantification de systèmes intégrables, voir e.g. [4] . Elle est aussi indispensable pour les aspects globaux de systèmes intégrables, voir e.g. [10] .
Dans [8] et [9] nous avons montré l'existence de cette action pour les singularités nondégénérées, et les singularités dégénérées de corang un, de systèmes hamiltoniens intégrables sur les variétés symplectiques. Dans [10] il aété conjecturé que cette action torique doit exister aussi pour les singularités dégénérées "génériques". Dans cette note, nous donnons une réponse positiveà cette conjecture (dans un cadre plus général), en montrant l'existence de cette action torique sous une condition assez faible et facileà verifier, qui s'appelle la condition de type fini. Pour formuler cette condition, notons M m C une petite complexification ouverte de M m sur laquelle la complexification
-Avec les notations ci-dessus, l'orbite singulière O est dite de type fini s'il y a seulement un nombre fini d'orbites de l'action infinitésimale de
Remarquons que si O est une orbite singulière de type fini alors N C est de dimension p, et il existe une orbite régulière dans N C (c'està dire une orbite de dimension p dont les points sont réguliers pour l'application F), qui contient O dans son adhérence. Soit Q C une orbite de l'action infinitésimale de C p dans N C . L'action infinitésimale de C p induit sur Q C une structure affine plate, et on peut parler des géodésiques (par rapport a cette structure affine) sur Q C . Un lacet γ sur Q C est appelé un cycle affine s'il peutêtre représenté par une géodésique fermée sur Q. Dans ce cas il existe des nombres complexes a 1 , ..., a p tel que l'une des orbites du champ p i=1 a i X i pour le temps réel t ∈ [0, 1] est fermée (périodique de période 1) sur Q C et donne ce cycle. Deux cycles affines sont ditséquivalents s'ils peuventêtre donnés par un même champ p i=1 a i X i . Un cycle affine γ est dit réel (même s'il ne vit pas sur M m ) si les nombres a i peuventêtre choisis réels. Une famille de k cycles affines γ 1 , ..., γ k sur Q C est dite linéairement indépendante si ces cycles ne peuvent pasêtre donnés par des champs
Un cycle affine γ sur Q C est dit admissible si on peut choisir les nombres a i tels que La preuve (assez directe) du Lemme 2.2 est basée sur le théorème de fonctions implicites holomorphes (pour trouver les fonctions g i (F)), le Lemme 2.1, et la conjugaison complexe (pour traiter les actions toriques correspondantes aux cycles réels).
L'existence de cycles affines
Le lemme clé qui nous permettra de construire les actions toriques est le suivant : Remarque. A-fortiori, le Théorème 1.2 impliquera que les nombres a 1 , ..., a p ci-dessus peuvent etre choisis réels.
Preuve. Il existe une chaine maximale d'orbites Notons Soit O une orbite singulière de type fini, et soit Q C une orbite régulière dont l'adhérence contient O. Comme O est un tore de dimension r, il y a r cycles affines linéairement indépendants sur O. Appliquant le Lemme 3.1, nous obtenons r cycles affines admissibles linéairement indépendants sur Q C . Appliquant le Lemme 2.2à ces cyles affines, nous obtenons une action de T r dans un voisinage complexifié de O. Disons que cette action est engendrée par (le flot de temps réel de) r champs de vecteurs holomorphes Z 1 = n i=1 g i1 (F)X i , . . . , Z r = n i=1 g ir (F)X i . Il est claire que cette action est transitive sur O. Il reste un petit problème : cette action n'est pas forcément réelle. Si elle n'est pas réelle, alors, comme notre système S est réel, la conjugaison complexe nous donne une autre action de T r , qui est engendrée par les champsZ 1 := n i=1 g i1 (F)X i , ...,Z r := n i=1 g ir (F)X i , où g ij sont des fonctions holomorphes définies par g ij (z) = g ij (z). Le Lemme 2.1 montre que ces deux actions toriques commutent, ce qui implique que les champs analytiques réels Z 1 +Z 1 , . . . , Z r +Z r engendrent aussi une action torique de dimension r. Comme nous avons Z i =Z i sur O, alors cette nouvelle action torique est transitive sur O. Dans le cas hamiltonien, la formule de Mineur [6] pour les variables action (appelée souvent la formule d'Arnold, voir aussi [5, 11] ) montre que notre action torique préserve la structure de Poisson. Le Théorème 1.2 est démontré. De façon similaire, le Théorème 1.3 est aussi une conséquence du Lemme 3.1 et sa preuve.
